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El6sz6

Hogy a tanulas egyszertibb legyen, kigytjtottem a tankonyv szabélyait ebbe
a kis fiizetbe. Szerepelnek benne azok is, amiket mar a korabbi években
tanultal, és vannak természetesen tjak is.

A legfontosabb, hogy ezeket a szabélyokat nem elég megtanulnod — bar
azzal is lehet viszonylag jo jegyet szerezni — hanem értened is kell 6ket. Ha
ebben gondjaid vannak keress meg, csak arra kérlek, hogy akkor gyere, ha
tényleg nem érted. Ha még el sem olvastad, akkor ne kezdd azzal, hogy nem
érted. Akkor érdemes kérdezni, ha mar tisztaban vagy vele, hogy mit nem
értesz. Amikor a ,Melyik részét nem érted ?” kérdésre azt a vélaszt adnéd,
hogy ,, Az egészet...”, akkor az altalaban azt jelenti, hogy meg sem probaltad
megérteni. Probalkozz meg vele elGszor egyediil, és ha nem megy, segitek.

Igyekeztem - néhol még a hivatalos megfogalmazas ellenére is - érthetd,
koznapi nyelvet hasznalni. Nem akartam, hogy a szavak értelmezésével bibe-
16dj, a matematika helyett. Emiatt lehet, hogy egy-két helyen nem ugyan-
azt talalod, mint a tankonyvben. Ertelmezd az enyémet, azért méas, hogy
kénnyebben megértsd, és ha mér érted, konnyen megtanulod a tankonyv szo-
vegét. A feladatokat mér az egyszertibb megfogalmazas segitségével is meg
tudod oldani.

Forgasd haszonnal!

Sok sikert, j6 tanulést!



1. fejezet

Szamok és szamolas — 1smétlés

1.1. Szamhalmazok

1.1.1. meghatarozas (Természetes szamok)

A természetes szdmok halmazdt a nulla és a pozitiv egész szamok alkotjdk.
Igy jeloljik: N = {0,1,2,3,...}

(Az N jeldlés a natural = természetes szd roviditése. )

Ez a szamhalmaz, mint a neve is mutatja egy természetes sziikségletbdl
alakult ki: meg kellett szamolni a dolgokat.

Figyeld meg, hogy ezek utdn mindig fogunk talalni egy mtveletet, ami egy
kicsivel nagyobb szamhalmazt kivan, és igy egyre tobb és nagyobb halmazunk
lesz.

A miivelet, ami kivezet a természetes szamok halmazabol, a kivonas. Amig
az elsé szam nagyobb, mint a mésodik (kisebbitends > kivonandé) addig
nincs probléma. 3 — 2 = 1 és még mindig a természetes szamok halmaziban
vagyunk. (A +1 természetes szam.)

Forditott esetben viszont mar nem elég a természetes szamok halmaza a
mivelet elvégzéséhez. Sziikség van negativ szdmokra is. 2 — 3 = —1

1.1.2. meghatarozas (Egész szamok)

FEgész szamoknak nevezziik az olyan szdmokat, amelyek felirhatok két termé-
szetes szdam kiilonbségeként. (kivondsaként...) Iqy jeloljiik:
Z=A...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}

(Az 7 jelolés a zahlen = egész szd roviditése.)

Az egész szamok halmazat tehat a negativ egész szamok, a pozitiv egész
szamok, és a nulla alkotjak.

Az egész szamok halmazabdl kivezetd miivelet az osztas. Itt sincs prob-
léma addig, amig az osztandd tobbszordse az osztonak. Az eredmény ekkor
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egész szam. 8 : 4 = 2 Ha nem az, akkor valamilyen tortszdmot kapunk.
8:5 :%

A tortekkel a racionéalis szamok halmazéaba léptiink at, ahol nem lehet fel-
sorolasként megadni a szamhalmaz elemeit, mert két szam kozotti tavolsagot
megfelezve, mindig tudunk kozéjiik egy harmadikat mondani.

1.1.3. meghatarozas (Racionéalis szamok)

Raciondlis szdmoknak nevezziik az olyan szdmokat, amelyek felirhatok két
egész szam hdanyadosaként, vagyis tortalakban. (A nevezd nem lehet nulla!)
Igy jeloljiik:

Q={..,-2,...,-2 ..., —1,...,-% . .03 1.3 02}
(Az Q jelolés a quotient = hdnyados szo réviditése.)

A szamhalmazokat igy is abréazolhatjuk (a legkisebb halmaztol indulj):

Racionalis szamok Q

Az egész szamokhoz csatlakoznak a tortek . ..
2 37

23
374767

Egész szamok 7Z

A természetes szamokhoz csatlakoznak a negativ szamok . ..
-1,-2,-3 ...

Természetes szamok N

0,1,23,...

1.2. Tortek

A racionalis szamokat felirhatjuk tortek formajaban is. A tortek tulajdonkép-
pen egy osztast fejeznek ki, mivel a racionélis szamokrol (Q) azt mondtuk,
hogy felirhatok két szam hanyadosaként. (Osztasként...) A torteknek tobb
fajtajuk is van, elGszor tekintsiik at ezeket.

1.2.1. Kozonséges tortek

A kozonséges tortek szamlalobol, nevezébdl és tortvonalbol allnak. A %fnél a
hérmas a szamlélo, az 6t6s a nevezs és a kettd kozott lathatod a tortvonalat,
ami az osztast fejezi ki.
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A nevezd azt mutatja meg, hogy hany részre osztottuk az egészet, a szam-
1416 pedig azt, hogy hany részt vettiink ezekbdl. A %—nél tehét az egészet Ot
részre osztottuk, és ebbdl az 6t részbdl harmat vettiink.

1.2.1. meghatarozas (Tortek nagysaga)

A tort akkor nagyobb 1-nél, ha a szdmldldja nagyobb a nevezdjénél. (Ilyen-
kor felirhato vegyesszam alakban is, vagy ha a szdmldlo tébbszordse a neve-
z0nek, akkor egész szamként!)

Példdul : %:1% vegyesszam alak, illetve 16_ 2 egész szamként.

A tort akkor egyenlé 1—gyel, ha a szamldldja egyenld a nevezdjével.

gaa7. 8
Példdul : 3= 1

A tort akkor kisebb 1-nél, ha a szamldldja kisebb a nevezdjénél.
g 5.6
Példdul : 3

1.2.2. meghatarozas (Reciprok)
Eqgy nullatol kiilonbozd szdm reciproka az a szam, amivel ha megszorozzuk, az
eredmény eqy lesz.

gacn. 2 3 2,3 6_
Példaul: a 3 reciproka a 9 mert 39767 1

1.2.3. meghatarozas (Miveletek tortekkel)
Ezek alapmiveletek, mindenképpen tudnod kell ket !

1. Bévités
A tort szamldldjat és nevezdjét ugyanazzal a szammal szorozzuk. (Ez a
szam nem lehet nulla.)

Példaul: 3 =3
Itt 2—vel bovitettiink. A tort értéke a bovitéssel nem valtozik.
2. Egyszerisités
A téort szamldldjdt és nevezdjét ugyanazzal a szdimmal osztjuk. (A nul-
ldval vald osztds nincs értelmezve!)

gaa7. 8 2
Példdul : 12 3

Itt 4—qgyel egyszerisitettink, a tort értéke az eqyszerisitéssel nem val-
tozik.

3. Kozos nevezdre hozds
A torteket gy eqyszerisityik, vagy bévitjik, hogy a nevezdjik egyforma
legyen.

Példdul: % és

Lo o hosva 10 s 9
0208 nNevezore nozva 15 es 15

[ [ov)
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4. Osszeadds és kivonds
Egyforma nevezdji torteknél a szamldlokat kell 6sszeadni, ha nem egy-
forma a nevezd, akkor eldtte kozos nevezdre kell hozni a torteket.

5. Szorzds
A szdmlalot a szamldaloval, a nevezdt a nevezdvel kell dsszeszorozni.

Példdul : 3 5

43712
6. Osztds
A tortet megszorozzuk a reciprokdval.
Peldiul: 3 - 2=3 . 3339
434 2 4.2°8

rblco
Wl
[\

w

Megjegyzések:
[lyet nem szabad a matematikiban mondani, de a reciproknal tulajdonkép-
pen megcseréljiik a szamlalot a nevezével.

A nulla reciproka nincs értelmezve, mert nincs olyan szam, amivel megszo-
rozva a nullat, egyet kapnank eredményiil. (Rdadasul igy a nulla a nevezsbe
keriilne, és a nullaval val6 osztas nincs értelmezve!)

1

———  ¢és ez forditva is igaz.
az egész szam

Egész szamok reciproka

Példaul: 6 reciproka az %, és viszont. . .

Vegyesszamok reciprokat ugy kapjuk meg, hogy kdzonséges tortté alakitjuk.
114 3 11 . 4
Példéaul: QZ:Z’ ennek a reciproka 11

Kozonséges torteket tgy hasonlitunk 6ssze, hogy kozos nevezdre hozzuk Gket,
és ezutan amelyiknek a szamlaloja nagyobb, az a nagyobb. (Negativ szamnal
az a kisebb! Ha nem érted miert nézd meg a szdmegyenesen!)

Példaul: % > 5, Tletve — 2 < —%

Ha két tort szamléaloja egyforma7 akkor az a nagyobb, amelyiknek a nevezgje
kisebb. (Negativ szamnal az a kisebb!)
g > 2, illetve — ¢ < —%

1.2.2. Tizedestortek

A tizedestortek azt a szamot jelentik, amit a kozonséges tortben szerepld
osztas elvégzése utan kapunk. Az eddigi helyiértéktablazatot kell folytatni,
hogy a szamokat dbrézolni tudjuk.

A tizedesvesszs elGtti részt a szam egészrészének, a tizedesvesszé utanit
a tortrészének nevezziik. A szam kimondésakor a tizedesvesszé helyére az
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segész” szot mondjuk, a szam végén pedig a tortrész utolsé szamjegyének
helyiértékét.

Ezres | Szazas | Tizes | egyes | , | tized | szdzad | ezred
3 2 4 3 , 3 2 5
Kimondva:

haromezer-kétszaznegyvenhdrom egész haromszazhuszonot ezred

1.2.4. meghatarozas (Miiveletek tizedestortekkel)
Ezek alapmiveletek, mindenképpen tudnod kell!

1. Béwvités, egyszeriisités
A tizedestort értéke nem wvdltozik, ha a végére nulldkat irunk, vagy ve-

sziink el!
Példdul: 3,2 = 3,20 = 3,200 (bovités), 4,5000 = 4,500 = 4,50 = 4.5
(egyszeriisités)

2. Osszeadds, kivonds
Ugyaniigy végezziik, mint az egész szdmokkal, a felirasndl figyely arra,
hogy a tizedesvesszdk eqymds ald keriljenek. (Ha az egyik szam ,rovi-
debb”, mint a masik, akkor nulldkkal potolhatod az iires helyeket.)

3. Szorzds
Ugyaniigy végezziik, mint az egész szamokndl, a tizedesvesszdt figyelmen
kivil hagyjuk. A eredmény végérdl annyi tizedesjegyet jelolink, amennyi
a két szamban 0sszesen volt.

4. Osztds

Szorozzuk tizzel mindkét szamot addig, mig egészek nem lesznek. (A
tizedesvesszot jobbra visszik...) Ezutin az egész szamokndl megszokott
maodon elvégezziik az osztdst.

Példdaul: Ha 3,4-et el szeretnénk osztani 2,25—el, akkor kétszer kell mind-
két szamot megszorozni tizzel, mert az elsd szorzds utdan a 3,4 mdr egész
szam (34), de a 2,25 még csak 22,5 lenne, az pedig nem egész szam. A
masodik szorzds utdan 340-et kell osztanunk 225-tel.

Megjegyzés: két tizedestort koziil az a nagyobb, amelyiknek az egészré-
sze nagyobb. Ha az egészrész egyforma, akkor a tizedestorteket gy bévitjiik,
hogy a tortrész azonos helyiértékd legyen, majd a tortrészeket hasonlitjuk
0ssze.

Példaul: 3,45 > 2,75, mert az egészrésze nagyobb (3 > 2).
A 2,035 és a 2,1 sszehasonlitasdhoz bévités sziikséges: 2,1 = 2,100, és igy
2,035 < 2,100 (mert 035 < 100).
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1.3. Abszolatérték

A szam abszolutértéke, a szamegyenesen a nullatol vald tavolsagat jelenti.

1.3.1. meghatarozas (Ellentett)
Eqgy szam ellentettje az a szdm, amit ha hozzdadunk, az eredmény nulla lesz.
(Ez tulajdonképpen a szdm (—1)-szerese.)

1.3.2. meghatarozas (A szamok abszolutértéke)

A szam abszolitértéke énmaga, ha a szam pozitiv, vagy nulla, és ellentettje,
ha a szdm negativ. Az abszolitértéket egyenes zdrdjellel jeloljik : |3|
Példdaul: |—3| = +3 (negativ), |0] =0 (nulla), |+5| = +5 (pozitiv)

Vedd észre, hogy az abszolutérték csak pozitiv szdm vagy nulla lehet
(mivel tulajdonképpen egy téavolsagot jelol), és hogy egy szdmnak és ellen-
tettjének megegyezik az abszolutértéke.

Példaul: |4| = +4 és |—4| = +4, Tehat —4-nek és 4-nek is ugyanaz az abszo-
latértéke: +4.

1.4. Hatvanyok

1.4.1. meghatarozas (Hatvany)

Eqgy szam hatvdnya eqy szorzat. A hatvanykitevd mutatja meg, hogy hdnyszor
szorozzuk meg a szamot sajdt magdval. A szdmot magdt hatvanyalapnak hiv-
Juk.

Példdul: 4° (a hatvinyalap a 4, a kitevd a 3), ugyanez szorzat alakjdban :
43 =4-4-4=064

Megdllapodds szerint minden szdm nulladik hatvdnya 1, kivéve a nulldt, ez a
hatvdny ugyanis nincs értelmezve. Minden szdm elsd hatvdnya énmaga.

Megjegyzés: a negativ szamok hatvanyainal figyelni kell arra, hogy hany
szamot szoroztal Ossze: a paratlan hatvanyok negativak lesznek, a parosak
pozitivak. (Magyarazat: — - — =+ és — -+ = —)

1.5. Oszthatosagi szabalyok
NULLAVAL val6 osztas nincs értelmezve!
(Viszont a nullat barmilyen szdmmal eloszthatjuk.)
EGGYEL és énmagéaval minden szam oszthato.

KETTOVEL oszthatok a paros szamok.
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HAROMMAL oszthatok azok a szamok, amelyek szamjegyeinek Osszege
oszthat6 harommal.

NEGGYEL oszthatok azok a szamok, melyeknek utolso két szamjegyébél
allo szam oszthato néggyel.

OTTEL oszthatok azok a szamok, amelyek 0-ra vagy 5 re végzédnek.
HATTAL oszthatok azok a szamok, amelyek 2-vel és 3—mal is oszthatok.

HETTEL oszthatok azok szamok, amelyek utolso szamjegyének kétszeresét
kivonva a tobbi szamjegy alkotta szambol, az eredmény oszthato héttel. (Az
eljaras tobbszor ismételhetd, ha tul nagy az eredmény.)

NYOLCCAL oszthatok azok a szamok, amelyek utolsé harom szamjegyé-
bl &ll6 szam oszthato 8—cal. (Egy vagy két szamjegynél a szorzotabla segit!)

KILENCCEL oszthatok azok a szdamok, amelyek szamjegyeinek Osszege
oszthato 9—cel.

TIZZEL oszthatok a 0-ra végzéds szamok.

Bévebb magyarazatot, példakkal kiegészitve a weblapomon talélhatsz!

1.6. LNKO, LKKT

1.6.1. meghatarozas (Primszam)

Primszamnak vagy mdsik nevén torzsszamnak nevezzik azt a természetes szd-
mot, aminek pontosan két osztoja van a természetes szamok korében: az 1 és
onmaga.

1.6.2. meghatarozas (Osszetett szdm)
Azok a nulldtol kiilonbozd természetes szamok, amelyeknek ketténél tobb ter-
mészetes szam o0sztéja van.

Megjegyzések:
Egyetlen paros prim van, a 2.

Az 1-nek csak egyetlen osztoja van a természetes szamok korében: 6nmaga.
Ezért az 1 nem primszam és nem is Osszetett szam.

A nullanak minden természetes szam az osztdja, ezért a nulla minden ter-
mészetes szamnak t6bbszorose. A nulla nem osztéja egyetlen szamnak sem,
mert a nullaval valé osztas nincs értelmezve. Ezért a nullat nem tekintjiik
sem primszamnak, sem Osszetett szamnak.


http://www.sagiweb.hu/matek/szam/oszthatosag.html
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1.6.3. meghatarozas (A szamelmélet alaptétele)
Minden dsszetett szam felbonthato primszamok szorzatdra, €s ez a felbontds
a sorrendtdl eltekintve csak eqyféle lehet.

1.6.4. meghatarozas (Relativ primek)
Két szamot relativ primnek neveziink, ha primtényezds felbontdsukban nincs
kézos primszdm.

1.6.5. meghatarozas (Legnagyobb kozos 0szt0)

Két vagy tobb szdm legnagyobb kozos osztoja, a szdmok mindegyikének osztoja
és mindeqyik kozos osztonak tébbszorose.

Elddllitdsa: a szamok primtényezdi kozil kivdlasztjuk a kézoseket és azokat az
eldforduld legkisebb hatvanyaikra emelve dsszeszorozzuk. (A legkisebb hatvdany
lehet az elsd is!)

1.6.6. meghatarozas (Legkisebb koz0s tobbszoros)

Két vagy tobb szam legkisebb kézds tobbszorose, a szamok mindegyikének tobb-
szorose €s mindeqyik kézos tobbszorosnek osztoja.

Eldadllitisa: a szdmok primtényezdi kozil kivalasztjuk az dsszes kiilonbozot €és
azokat az eldfordulo legnagyobb hatvanyaikra emelve dsszeszorozzuk.

1.7. Miveletek

1.7.1. meghatarozas (Miiveletek tortekkel és egész szamokkal)
Ezek alapmdveletek, mindenképpen tudnod kell!

1. Osszeadds, kivonds
Az dsszeaddst és a kivondst gy végezziik el, hogy az egész szdmot dt-
alakitjuk tortté, és igy a miveletet két torttel végezzik el. Figyely oda
arra, hogy az egész szam dtvdltdsa utdn egyezzenek a nevezdk! (Ldsd:

az 1.2.3 szabalyt!)

2 3.2 5

Példdul: 1+3=3+3=3 (mert 1 = %), vagy kivonds: 1—%:%—%:%

2. Szorzds
Tortet egész szammal ugy szorzunk, hogy a szamldlojat megszorozzuk,
a nevezdjét valtozatlanul hagyjuk.

g1, 3.6 _0
Példdul : 3 2 =3
3. Osztds
Tortet egész szdmmal gy osztunk, hogy a mevezdjét megszorozzuk a

szammal, a szamldlojdt pedig vdltozatlanul hagyjuk.

g 1.2 o 2
Peldaul.3.2—6
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Megjegyzések:

Ha szerencséd van, és a szamok megfelelGek, akkor masképpen is elvégezheted
a szorzast és az osztast.

Szorzasnal ha oszthato, akkor a tort nevezgjét eloszthatod a szammal.

sl Dug D
Példaul: 6 2—3

Osztasnél pedig, ha oszthato, akkor a szamlélot eloszthatod a szammal.

aaz1.4 5 2
Peldaul.5 .2—5

Ha egy szamot megszorzunk egy torttel, akkor tulajdonképpen a tortrészét
szamitjuk ki, vagyis a 3-5 nem mas, mint a 3 s részének a kiszamitasa.
(Tortre is igaz!)

1.7.2. meghatarozas (Miiveletek sorrendje)
Ezeket azért kell tudnod, mert a rossz sorrendben elvégzett miveletsor hibds
eredményt ad!

1. Zarojel
Eldszor mindig a zdrojelben [évd miveleteket végezziik el, az eredményt
a zdarojeles kifejezés helyett irjuk le. Ha a zdrdjelben tobb mivelet van,
akkor a zdrojelen beliil is betartjuk ezt és a tobbi pontban leirt sorrendet.
Példdul: 92 + (13 — 5) = x a zdrdjelben lévd miveletet elvégezve :
9248 =x, mert 13 — 5 =8.

2. Hatvdnyozds
Ha nincs zdrojel, akkor a hatvdinyozds az elsd. Mindegy, hogy azért
nincs, mert eredetileg sem volt, vagy azért, mert mdr az 1. pont szerint
dtalakitottuk.

3. Szorzds, osztds
Ha a hatvdnyok értékét mar kiszdmoltuk, vagy ha nem voltak hatvanyok.

4. Osszeadds, kivonds
Végiil az dsszeaddsokat és a kivondsukat végezziik el.

5. Balrol jobbra
Ha semmilyen mds szabdly nincs mdr, vagy csupa egyenrangi miuve-
letbdl dll a feladat, akkor ezeket balrdl jobbra haladva sorban végezziik
el.
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1.8. Arany, aranyossag

1.8.1. meghatarozas (Arany)

Az ardny két szam hdnyadosa. Gyakran nem szamoljuk ki az értékét, inkdbb
tort, vagy osztds formdajaban tintetjik fel.

Példaul: viszonylag ritkdn mondjuk, hogy két szam ardanya 0,5. Inkabb azt
mondjuk, hogy %, vagy 1 : 2. Mindkettdt gy kell kimondani, hogy ,eqy ardny-
lik a kettéhoz”. Az ardnyra ugyanazok a szabdlyok vonatkoznak, mint a tortek
eqyszerisitésére vagy bovitésére, vagyis % = % (Ldsd a az 1.2.3 szabdlyt.)

1.8.2. meghatarozas (Egyenes aranyossag)

Akkor mondjuk, hogy két vdltozo mennyiség egyenesen ardnyos, ha az eqyik
valtozdsakor a mdsik is ugyanigy valtozik.

Példdul: ha az eqyiket kétszeresére novelem, akkor a mdsik is kétszeresére nd.
llyenkor a két mennyiség hanyadosa dllando.

1.8.3. meghatarozas (Forditott aranyossag)

Akkor mondjuk, hogy két vdltozo mennyiség forditottan ardnyos, ha az eqyik
vdltozdsakor a mdsik éppen ellenkezdleg valtozik.

Példaul: ha az egyiket hdromszorosdara névelem, akkor a mdsik a harmadré-
szére csokken. Pontosan fogalmazva: a reciprokszorosdra nd. (A 3 reciproka
az %, tehdt az ,eqgyharmadszorosdra nd”, ami azt jelenti, hogy a harmaddra
csokken.) Forditott ardnyossagndl a két mennyiség szorzata az dllandd!

1.9. Szazalékszamitas

1.9.1. meghatarozas (Szazalék)
A szdzalékos formdt tortrészek osszehasonlitdasdra taldltdk ki. Eqy mennyiség

valahdny szdzadrészét jelenti. Eqy szam 1%-a az ﬁ-aﬁt, a 23%-a a m—dt.

Megjegyzés: ezért nincs értelme a 3% kifejezésnek, ha nincs ott, hogy
minek a 3%-a. Egy mondat, hogy biztos megértsd: Ha boltba kell menned és
azt mondjak: ,Hozz kett6t!”, azonnal megkérdezed, hogy mibdl kell ketts?
Ugyanigy itt is, ha azt mondjak, hogy 6%, akkor azonnal meg kell kérdezni,
hogy ,Minek a 6%-a?” Ugyanis 100-nak a 6%-a 6, de 500-nak a 6%-a mar
nem 6, hanem 30.

1.9.2. meghatarozas (A szazalék fogalmai)

Az a szam, aminek ki akarjuk szamolni valahdny szdzalékdat, az alap.
Szdzaléklabnak nevezziik azt, hogy hdny szdzalékdt akarjuk kiszdmolni.
Az eredeti szam valahdny szdzaléka pedig a szdzalékérték.
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Tabldzatosan :
Alap Szazaléklab Szazalékérték
500 1% 5

Mert 500-nak az T%O—ad része eqyenld 5-tel.

1.9.3. meghatarozas (Szazalék megadas mas formaban)
Muvel a szdzalék eqy tortrészt jelent, mdsféle formdaban is megadhatjuk :

Valaminek a 75%-a tulajdonképpen a 1°6 mert eqyszerisités utan m:%
Tehat kézonséges torttel 1s kifejezhetyiik.
Ha kézonséges torttel kifejezhetyiik, akkor kifejezhetjiik tizedes torttel is, leg-

eqyszeribben két tizedesjeqyig szdmolva. T5% =100— 0,75.

Megjegyzések:
Vedd észre, hogy a 100% maga az alap, ugyanigy tortben kifejezve az 1 egész
is, és tizedestortben megadva, az 1,00 is.

Természetesen ennél nagyobb értéke is lehet a szézaléknak, ha példaul va-
laminek az ara 20%-al megemelkedik, az az eredeti ar 120%-a lesz. Tortben

kifejezve 1%, vagy tizedestortben 1,20.

1.9.4. meghatarozas (Szamitasok)
Ezeknél a szdzaléklabat mindig tizedestortként adjuk meg!

1. Szdzalékérték:
Az alapot meg kell szorozni a szdzalékldbbal.

2. Szdzaléklab :
A szdzalékértéket el kell osztani az alappal.

3. Alap:

A szdzalékértéket el kell osztani a szdzalékldbbal!

Megjegyzések: Van erre egy kis abra is, ami segit megje-
gyezni a miveleteket. Azt, hogy melyik betti hol van a rajzon,
azt ugy tudod megjegyezni, hogy az érték, az az ,E” beti, és
az ég font van. Az ,A” a haz alapja, és az lent van, az ,.” a

lab, és az is lent van. Ezutan mindig letoroljiik azt a bettit,
amelyik mennyiséget ki akarjuk szamolni, és a miveletet elvégezziik.

Vagyis ha a szazalékeérték kell: E = A - L, ha a szazaléklab kell: L =E : A, és
ha az alap kell: A = E : L (B6vebb magyarazat és mintapélda a weblapon.)


http://www.sagiweb.hu/matek/szam/szazalek.html

16 1. fejezet. Szamok és szamolas — ismétlés

1.10. Valészintiségszamitas

A valészintiségi kisérleteknél gondolj a dobdkocka dobalasara, ezt fogom pél-
danak hozni.

1.10.1. meghatarozas (Gyakorisag)

Ez a szdm azt mondja meg, hogy az elvégzett kisérletek sordn, hdnyszor lett
kedvezd a kisérlet eredménye.

Példdul: a hatos dobds gyakorisaga 4 volt, akkor az azt jelenti, hogy az elvég-
zett kisérletek sordan 4-szer dobtunk hatost. (Most nem fontos, hogy hdnyszor

dobtunk.)

1.10.2. meghatarozas (Relativ gyakorisag)

Az elobbi értéket vessziik eld, a gyakorisdagot, de most elosztjuk az elvégzett
kisérletek szamdval. (Most fontos, hogy hdnyszor dobtunk.)

Példaul: 25 dobas esetén a relativ gyakorisag 4 : 25 = 0,16

1.10.3. meghatarozas (Valoszintiség)

A relativ gyakorisig nagy szdmi (t6bb ezer) kisérlet esetén a tapasztalat
szerint megkdozeliti a valoszintséget. Mivel mi nem vagyunk tudosok, mond-
hatjuk, hogy a valdsziniség ~ 0,16. (A = jel korulbelili értéket jelent.)

1.11. Racionalis szamokkal végzett miiveletek

1.11.1. meghatarozas (Miiveletek el6jeles szamokkal)
Hdrom egyszerd szabdly van, és a harmadik a mdsodik ellentéte.
1. A nulla hozzdaddsa vagy kivondsa nem vdltoztat a szdmon.

2. Pozitiv szam hozzdaddsa a szam névelését jelenti, jobbra haladunk a
szdmegyenesen, elvétele a csokkentését, balra haladunk.

3. Negativ szdm hozzdaddsa a szdm csokkentése, balra haladunk, elvétele
a szam novelése, jobbra haladunk.

0-(+2)=(-2) HDF(2)=(3)

- | | | | | | |
[ [

[
-3 —2 -1 0 1 2 3

0-(-2)=(12)

Gyakorlési lehet&ség a weblapon!


http://www.sagiweb.hu/matek/szam/runner.html
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2.1. SI el6tétszavak

A nemzetkozi mértékegységrendszer (SI = System International) a mérték-
egységekhez szorzoként a tiz hatvanyait illeszti. A legfontosabbak a tablazat-

ban olvashatok.

Tobb dologra is figyelned
kell. Az egyik, hogy ezek az
eltétszavak ugyan megegyez-
nek az informatikaban hasz-
naltakkal, de nem ugyanazo-
kat a szamokat jelentik. Er-
r6l kiilon tanulsz informatika
oran.

A masik, hogy a *-gal jel-
zett elGtétszavakat nem min-
den mértékegység mellett hasz-
naljuk. (Példaul: van hektoli-
ter, de nincs hektométer.)

giga | G | 1000000000 milliard
mega | M 1000000 millié
kilo k 1000 ezer
hekto® | h 100 sz4z
deka* | da 10 tiz
deci* | d 0,1 tized
centi* | ¢ 0,01 szazad
milli | m 0,001 ezred
mikro | u 0,0001 | tizezred
nano | u 0,000 01] szazezred

A harmadik, hogy nem szabad ezeket 6sszekeverned a mértékegységekkel.
(Példaul a tonna = 1000 000 (egymilli6) gramm, mégsem hivjuk megagramm-

nak.)

2.2. Hatvanyozas azonossagai

A hatvanyozas alapfogalmait mar ismered, most meg kell tanulni, hogy ho-
gyan szamolunk azokkal a hatvanyokkal, melyeknek az alapjuk egyforma.
(Ha az alapfogalmakkal gond van, lasd az 1.4.1!)
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Hatvanyok szorzasa

Azonos alap:

23.2% = 27 azonos alapt hatvanyok szorzasakor a kitevéket osszeadjuk,
az alapot valtozatlanul hagyjuk.

Altalanosan: a™ - a® = a™t"

Azonos kitevé:

23 . 5% = (2-5)% azonos kitevsjti hatvanyok szorzasakor az alapokat
Osszeszorozzuk a kivet6t véltozatlanul hagyjuk. Ha visszafelé olvasod,
ez egyben a szorzat hatvanyozdsdnak szabdlya is.

Altalanosan: a™ - b™ = (a - b)™

Hatvanyok osztasa

Azonos alap:

g—z = 2573 = 22 azonos alapi hatvanyok osztésakor a kitevdket kivon-
juk, az alapot valtozatlanul hagyjuk. Akkor is, ha a kitevé negativ szam
lesz. A negativ hatvanyrol késébb fogsz tanulni. (Tort helyett osztéast
is frhatunk 2° : 23)

Altalanosan: a™ : a” m

m—n

= a™ ", vagy tortként: ‘;—7: =0

Azonos kitevds:

g—z = (%)3 azonos kitevGjd hatvanyok osztasakor az alapokat elosztjuk

majd az hanyadost hatvanyozzuk. Természetesen osztassal is frhatjuk
23 . 5% = (2: 5)3 Ha visszafelé olvasod, ez egyben a tdrt hatvinyozdsd-

nak szabdlya is.
Altalénosan: & = (%)™, vagy osztassal: a™ : b™ = (a : b)™

Hatvany hatvanyozasa

(23)* = 234 = 212 hatvany hatvanyozasakor a két kitevst dsszeszoroz-
zuk, az alapot valtozatlanul hagyjuk.
Altalanosan: (a™)" = a™"

2.3. Az 1-nél nagyobb szimok normalalakja

2.3.1. meghatarozas
A nagy szamok felirdsdndl kénnyebb az olvasds és az értelmezés, ha a szdmo-
kat normdlalakban irjuk fel. Ez eqy kéttényezds szorzatot jelent, aminek az
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elsd tényezdje eqy 1 < a < 10 szdm, a mdsik tényezdje pedig 10-nek valamely
pozitiv egész hatvdnya.

Példdul : az 150000 000 000 szdm normdlalakjdn 1,5-10" azonnal ldtszik, hogy
nagyobb, mint a 16 000 000 000 szdm, aminek a normdlalakja 1,6 - 10'°. (Elég
csak megnézni a 10 hatvdnydt.)

2.4. Kamatos kamat szamitasa

Erre a miveletre akkor van sziikségiink, ha egy mennyiség djra és tjra no-
vekszik ugyanakkora szazalékkal. (Gondolj bele, az elsé névekedés utan mar
nem az eredeti, hanem a megnovelt Osszeget kell tovabb névelni.)

2.4.1. meghatarozas (Kamatos kamat)

Kamatos kamat szdamitdsandl az alapot a szdzalékldb annyiadik hatvanydval
szorozzuk, ahdny ciklust kell szamolnunk.

Példdul: 100 Ft 23%-0s kamata 3 ciklus (példdul év) utdn: 100 - (0,23)3

2.5. Statisztikal szamitasok

Ebben a fejezetben néhany idegen szoval ismerkediink meg, amelyek segite-
nek az adatokat helyesen értelmezni. Példaul: ha egy osztaly egyik tanuldja,
egy Otost és egy egyest szerez, egy méasik tanulo egy kettest és egy négyest,
a harmadik pedig két darab harmast, akkor mindharmuk tanulméanyi atlaga
héarmas. Ha azonban belegondolsz, az els¢ tanuld valoszintileg véletleniil egy
orara nem tanult, a mésodik valosziniileg nem egyforméan késziil, mig a har-
madik egy lelkiismeretes, de gyenge képességii diak lehet. Ez a tanulméanyi
atlagbol nem latszik, mert az egyforma. Ezt a szordddsbol tudhatjuk meg.

2.5.1. meghatarozas (Mennyiségi sor)
Mennyiségi sornak nevezziik az adatok novekvd sorrendbe rendezett halmazdt.
Példdul: 16, 17, 17, 20, 23, 30, 30

2.5.2. meghatarozas (Median)
Medidnnak nevezziik a mennyiségi sorba rendezett szamok kézil a kozépsdt.

(Ha pdros az elemszam, akkor a két kézépsd érték dtlaga a medidn.)
Példdul: 16, 17, 17, 20, 23, 30, 30. Most a medidan a 20.

2.5.3. meghatarozas (Szorodas)
A szorddds terjedelme a legnagyobb és legkisebb érték kilonbsége.
Példdul: 16, 17, 17, 20, 23, 30, 30 esetén a szorodds 30 — 16 = 14.
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2.5.4. meghatarozas (Osztalyozas, megoszlas)

Az osztdalyozds sordn az adatokat dltalunk kitaldlt csoportokba rendezziik. Fon-
tos, hogy minden adat bekeriljon eqy osztdlyba, és eqy adat csak eqy osztdlyba
tartozhasson. Az osztdlyozds utdan beszélhetiink a megoszldsrol.

Példaul: 16, 17, 17, 20, 23, 30, 30

Teqgyiik fel, hogy ez a mennyiségi sor az alkalmazottak szamdt jelenti killonbo-
26 munkahelyeken. Ekkor kitaldlhatunk mondjuk hdrom csoportot. A tdbldzat
harmadik sordaban ldthatod a megoszldsokat: szdzalékkal fejeztem ki, hogy a 7
adatbol hany kerilt abba a csoportba.

20-ndl kevesebb alk. | legalabb 20, de legfeljebb alk.25 25-nél tobb alk.

16, 17, 17 20, 23 30, 30

3:7~043 — 43% 2:7~0,29 — 29% 2:7~0,29 — 29%

2.5.5. meghatarozas (Modusz)

A mddusz az adatok kézott legtobbszor eldforduld érték. Tébb mdodusz is lehet,
ha eldforduldsuk megegyezik és ez a legtobb eldfordulds.

Példdul: 16, 17, 17, 20, 23, 30, 30 esetén két modusz is van: a 17 és a 30,
mert kétszer fordulnak eld, és ez a legtobb eldfordulds.

2.6. Oszto, tobbszoros

2.6.1. meghatarozas (Oszt6 és t6bbszoros)

Akkor mondjuk, hogy eqy természetes szdm osztoja eqy mdsiknak, ha igaz
rdjuk, hogy: b =k - a, ahol ,,a” és ,b” a két szam, k" pedig eqy harmadik ter-
mészetes szam. Eqyszertibben fogalmazva akkor mondjuk, hogy b szdam tébb-
szorose a-nak, ha van eqy olyan k szam, amivel a-t megszorozva b-t kapunk.
Ha b tobbszordse a-nak , akkor a €s k osztdja b-nek.
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3.0.1. meghatarozas (Elnevezések)
Alapfogalmak azok, amiket mdr nem tudunk egyszeribb fogalmakkal meghatd-
rozni, megmagyardzni. llyen a halmaz (valamilyen kézos tulajdonsdggal ren-
delkezd dolgok), az elem (ami tagja egy halmaznak), és az, hogy beletartozik-
e a halmazba. Ezt a halmaz kézos tulajdonsdga alapjan dontjik el.

Példdaul: halmaz lehet a fit, €s a lany. Az elemek lehetnek az osztdlyban tanu-
lo gyerekek, a tulajdonsdg pedig, ami alapjan valamelyik halmazba tartoznak,
a nemik (fiu — ldny).

3.0.2. meghatarozas (Hozzarendelés, relacio)

Két halmaz kézott valamilyen
szabdllyal kapcsolatot teremt-
hetiink gy, hogy megmondjuk,
hogy az eqyik halmaz eleméhez
melyik tartozzon a mdsikbol.
Altaldnos iskoldban ez a kap-
csolat, reldcio is alapfogalom.
Példaul: a fiuk halmazabol
mindegyik  elemhez  (fiihoz)
tartozzon a lanyok halmazdbol
az az elem (ldny), akivel

tancolt a buliban. FEkkor az
alaphalmaz a fiik, a képhalmaz

a lanyok, a hozzdrendelés szabdlya pedig: ,tdncolt vele”.

ALAPR- KEP>
HALMAZ HALCMAZ

3.0.3. meghatarozas (Alaphalmaz, képhalmaz)

A hozzdarendelés elsd halmaza az alaphalmaz, amihez rendeljik a mdsodik
halmaz, o képhalmaz elemeit. Az alaphalmazbeli ,,a” elemhez a képhalmazbol
hozzdrendelt ,b” elem az ,,a” elem képe. (Vigydzz, fontos a sorrend: nem
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felcserélhetd, hogy melyikhez rendeliink, és melyiket rendeljik hozzd.)
Példdul: az el6zd példdban, ahol a ,tdncolt vele” volt a hozzdrendelés, a fitikhoz
rendeltik a ldnyokat. A kovetkezd meghatdrozdsban ldtni fogod, hogy ez miért

fontos.

3.0.4. meghatarozas (Egyértelmi hozzarendelés)
Akkor egyértelmi eqy hozzdrendelés, ha min-
den alaphalmazbeli elemnek legfeljebb eqy képe
van. (Lehet, hogy eqy sincs, de eqynél tobb nem
lehet.)

Példdul: Egyértelmd a hdzastdrs hozzdrende-
lés, mert olyan eldfordulhat, hogy wvalakinek
nincs hdzastdrsa (az elemnek nincs képe), de
ha van, akkor csak eqy van. Az el6zd példa nem
eqyértelmi hozzdrendelés, mert eqy fiival tobb
lany s tdncolhatott.

3.1. Fuggvény

3.1.1. meghatarozas (Filiggvény)

Ha a hozzdrendelésiink nem legfeljebb, hanem pontosan eqy elemet rendel az
alaphalmaz elemeihez (tehdt kotelezd, hogy minden elemnek legyen képe, és
csak egy legyen), fligguényrdl beszélink.

3.1.2. meghatarozas (Kolesonosen egyértelmi hozzarendelés)

A figguény mdsik megfogalmazdsa: Ha eqy eqyértelmii hozzdrendelés fordi-
tottja is egyértelmi, akkor kolcsonosen egyértelmiinek nevezziik.

Példdul: ha eqy szdmhoz hozzarendeljik a kétszeresét. Eqy szamnak csak
egyetlen szam lehet a kétszerese, és barmelyik szdmrol eqyértelmiden meg tud-
Juk mondani, hogy melyiknek a kétszerese, és mindegyik szdmnak van kétsze-
rese.

3.1.3. meghatarozas (Ertelmezési tartomany)

Most kivdlasztjuk az alaphalmazbol azokat az elemeket, amelyeknek van képe
a képhalmazban, €és ezeket eqyiitt a fiigguény értelmezési tartomdnydnak ne-
vezziik. Ez tehdt eqy kisebb csoport az alaphalmazon beliil.

Példdul: az alaphalmazunk a nulldndl nagyobb természetes szamok, a hozzd-
rendelési szabdlyunk pedig a pdratlan szamokhoz rendeljiik a kétszeresét, ak-
kor az értelmezési tartomany a pdratlan szdmok, mert csak nekik lesz képiik
a képhalmazban.(A pdrosakhoz a szabdly szerint nem rendeltink semmit.)
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3.1.4. meghatarozas (Ertékkészlet)

Most kivdlasztjuk a képhalmazbol azokat az elemeket, amelyek valamelyik ér-
telmezési tartomdnybeli elemnek a képei, és ezeket egyiitt a fligguény érték-
készletének nevezziik. Ez tehdt

eqy kisebb csoport a képhalma- ALAPHALMAZ KEPHALMAZ
zon beliil.

Példdul: az alaphalmazunk a
nulldndl nagyobb természetes
szdmok, a hozzdrendelési sza-
bdalyunk pedig a pdratlan szd-
mokhoz rendeljiik a kétszeresét,
akkor az értékkészlet a pdros
szamok eqy része lesz. (Csak
pdros szdm lehet valaminek a
kétszerese, de mem lesz ben-
ne mindeqyik, csak az, amelyik
pdratlannak a kétszerese.)

PARATLAN SZAMHOZ
A

KETSZERESET

3.1.5. meghatarozas (Hozzarendelések, fiiggvények megadéasa)
A hozzdrendeléseket és a fligguényeket megadhatjuk. . .

— nyidiagrammal (mint a fenti dbrdn ldthatod)

leirdssal (Példdul: rendeljik a szamokhoz a kétszerestiket)
— hozzdrendelési szabdllyal (Példdul: x> 3 - x)

— grafikonnal (késébbi dbrdkon ilyet is taldlsz)

3.1.6. meghatarozas (Szam — szam fiiggvény)

Azokat a fiigguényeket, amelyeknek az alaphalmaza és a képhalmaza is szam-
halmaz, szam — szdm figguényeknek nevezzik. (Mdsképpen fogalmazva: szam-
hoz, szdmot rendelnek hozzd.)

Példdul : rendeljik mindegyik szimhoz a kétszeresét (szamhoz rendeltink szd-
mot, ldsd a 3.1.2 meghatdrozdst!)

3.1.7. meghatarozas (Filiggvény abrazolasa)

A fligguényeket koordindtarendszerben is dbrdzolhatjuk. Ilyenkor az értelme-
zési tartomadny elemét az x tengelyen, az értékkészlet elemét az y tengelyen
abrdzoljuk. A fiigguény dbrdzoldsakor kapott pontokat csak akkor kotjik dssze
folytonos vonallal, ha az x tengely minden értékéhez tartozik y érték. Ha nem,
akkor csak a pontokat jelolyiik.

Példdaul: A meghivott vendégeket akarjuk dbrdzolni. Ha 1 gyereknek 2 vendége
lehet, ezt dbrdzoljuk egy ponttal, 2 gyereknek 4 lehet, ezt is dbrdzolhatjuk. De
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eqy és fél gyerek nincs, tehdt a két pontot nem kothetjik ossze, a két szam (1
és 2) kozdtt a fiigguénynek nincs értéke.

Ha vezetéket vdsdrolunk eqy boltban, akkor mdr van a 1 méter és a 2 méter
kozott is szdm, tehdt lehet folytonos vonal, de negativ nem lehet, tehdt nulld-
tol fog kezdddni.

Es ha a melegités vagy hités hatdsdra a homérséklet novekedését vagy csok-
kenését akarjuk dabrazolni, akkor mdr negativ értékek is eléfordulnak (minusz
fokok), tehdt az egyenes mindkét irdanyban folytatodik.

=2 b=y
4 * 4
H H
2t X =
i1t I
2I —_I.I ].l 2l 3I 4I 5‘l 2I —.I.l 1I 2I 3I 4I 5= 4 s
—1t —k
a1 —=
Vendégek Vezeték Homeérséklet

3.1.8. meghatarozas (Meredekség)

Eqgy fiigguény meredekségén a grafikonjinak a vizszintes (x) tengellyel bezdrt
szogét nevezziik. A meredekség anndl nagyobb, minél nagyobb az ardnyszdm.
A meredekség lehet negativ is, ha az értékek csokkennek.

Példdul: az el6zd abrdkon a meredekség 2, mert ha az x tengelyen eqyet léptink,
az y tengelyen kettét emelkedik a fiigguény értéke. (Eqynél kettd, ketténél
négy, stb.)

3.1.9. meghatarozas (Egyenes aranyossag fiiggvénye)

Az egyenes ardnyossig minden x elemhez hozzdrendeli annak valahdnyszoro-
sdt. A hozzdrendelési szabalyt tébbféleképpen is felirhatjuk :

fix—a-x vagy

f(z) =a-x vagy

y=a-x

Az egyenes ardnyossdg grafikonja eqy origon dtmend egyenes.
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3.1.10. meghatarozas (Elssfoku fiiggvény)
Eqgy fiigguényt akkor neveziink elséfokinak, ha
a vdltozé (r) az elsd hatvdnyon fordul eld.
(Nincs kitevdje, mert az elsé hatvanyt nem
szoktuk kitrni. ) Grafikonja az eqgyenes aranyos-
sag figguényével pdrhuzamos, fontebb wvagy
lentebb eltolva az y tengelyen. Tobbféleképpen
15 jeldlhetyiik a hozzdarendelés szabdlydt :
fix—a-z+b (a#0) vagy
fl@)=a-z+b (a#0) vagy

y=a-x+b (a #0)

3.1.11. meghatarozas (Nulladfoku fiiggvény)
Ez az x tengellyel pdrhuzamos egyenes, vagy-
is minden x értékhez ugyanazt a szimot ren-
deljiik. Azért nevezik nulladfokinak, mert a
hozzdrendelés szabdlya x° = 1 miatt, ha x #
= 0 akkor felirhaté x — 2° + 3 alakban. Mivel
minden x-hez ugyanazt a szamot rendeli idegen

szoval konstans fiigguénynek is nevezik. (kons-
tans = dllando)

3.1.12. meghatarozas (Linearis fiiggvény)

A nulladfoki és az elséfoku fiiggvényt linedris fiigguénynek is nevezzik, mert
grafikonjuk egyenes. A hozzdrendelési szabdlya ugyanaz, mint az elsdfoku
figgvényé. (A konstansfigguénynél az z egyiitthatdja, az a = 0, az egyenes
ardanyossdagnal pedig a hozzdaadott szam, a b = 0, ezért ezeket specidlis elsdfoki
fligguénynek tekintjiik. )

3.1.13. meghatarozas (Geometriai transzformacio)

Az olyan fiigguényt, amely egqy alakzat minden pontjanak hozzdrendelési sza-
bdly alapjan eqy mdsik pontot feleltet meg, geometriai transzformdcionak ne-
vezziik. (A pontok koordindtdkkal vannak megadva.)

3.1.14. meghatarozas (Egybevagosag)

A geometriar transzformdcio akkor egybevdgdsdg, ha az alakzat két pontjdt
0sszekdtd szakasz ugyanolyan hossziu, mint az eredeti alakzatban ugyanaz a
szakasz. Az eredeti alakzat és a képe tehdt ugyanolyan méretd, és alaki. (Te-
hdt a szdgek, a keriilet és a teriilet is egyenld.) Egybevdgdsdgi transzformdcio
az eltolds, a tengelyes tikrozés, és az elforgatds. Az eqybevdgdsdg jele: =



4. fejezet

Algebra — 11j anyag

4.1. Miiveleti tulajdonsagok

A matematikanak ez az aga a miiveletek altalanositasaval, tulajdonsagaival
és az egyenletek megoldéaséaval foglalkozik.

4.1.1. meghatarozas (Felcserélhetdség)
Az 0sszeadds tagjai és a szorzds tényezdi felcserélhetdk.
Példaul: a+b=b+a ésa-b=0>b-a

4.1.2. meghatarozas (Csoportosithatosag)

Hdrom wvagy anndl t6bb dsszeadds €s szorzds esetén az elvégzésiik sorrendje
tetszdleges. (Tetszdlegesen zdrdjelezhetdk.)

Példdul: (a+b)+c=a+ (b+c) és(a-b)-c=a-(b-c)

4.1.3. meghatarozas (Tagolhatosag)

Ha eqy dsszeadast kell szorozni eqy szdammal, akkor mindegy, hogy eldszor
dsszeadjuk a két szamot és utdina szorozzuk a harmadikkal (bal oldal), vagy
eldszor mindkettét megszorozzuk, és utina adjuk dssze Sket (jobb oldal). Ez
a kwondsra is igaz!

Példdul: (a+0b)-c=a-c+b-c

4.1.4. meghatarozas (Halmazok)
Az egyenletek megolddsdndl is sziikséges halmazokrol beszélniink.

1. Alaphalmaz: az egyenlet megolddsait ennek a halmaznak az elemei ko-
z0tt keressiik. Példdul a természetes szamok halmaza.

2. Igazsdghalmaz: vannak olyan szamok, amelyek az egyenletet igazzd te-
szik, €s vannak, amik nem. Az igazsaghalmazba azok tartoznak, amik
19azzd teszik.

26
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3. A megolddsok, mds szoval gyokok, az igazsaghalmaz elemei.

4. A megoldds sordn megkeressiik az igazsighalmaz 6sszes elemét.

4.1.5. meghatarozas (Algebrai kifejezés)

Ha a négy alapmiiveletet szamokra, betikre (ismeretlenek), és ezek hatvd-
nyaira alkalmazzuk, algebrai kifejezéseket kapunk. A betik (az ismeretlenek)
valamelyik szamhalmaz elemeit helyettesitik. (Hogy melyik szamhalmazra vo-
natkozik, az a feladat kiirasdabol deril ki, ha hosszisagrol szol a feladat, akkor
a negativ szamok nem lehetnek benne.)

Példdul 2 - a, vagy 3 - 22, vagy 3 - 2%y — 2,123,

Az algebrai kifejezésekben a betiket (ismeretleneket) vdltozoknak, azokat a
szamokat, amikkel megszoroztuk a betiket egyiitthatoknak, a tébbi szamot pe-
dig dllandoknak, vagy konstansoknak nevezziik.

Megjegyzések:
Ha nem zavarja a kifejezés megértését, akkor a szorzasjeleket elhagyjuk a
betiik és a szamok kozott.

Amikor nincs kiirva a betii elé egyiitthato, akkor az 1 vagy — 1. Ha 1, akkor
semmit nem frunk a valtozo elé, ha —1, akkor a ,,—” elGjelet kiirjuk.

4.1.6. meghatarozas (Algebrai egész kifejezés)

Algebrai egész kifejezésnek nevezziik az olyan algebrai kifejezéseket, amelyek
nem tort alakuak, vagy ha tort alaki, akkor a nevezdben nincs vdltozo. Ter-
mészetesen a tort helyett gondolhatunk ,,:” jellel felirt hanyadost is!

2x y3
Példdul : 2xy? + 32° vagy 50~ vagy (222 —3): 17

4.1.7. meghatarozas (Algebrai tortkifejezés)

Azok az algebrai kifejezések, amelyek tortalakiak (vagy hdnyadosok), és a
nevezdjikben (hdanyados esetén osztdjukban) van vdltozo. Ilyenkor mindig je-
lezni kell, hogy a nevezd (vagy az oszté) nem lehet nulla, mert a nulldval
osztdas mincs értelmezve. Fontos, hogy a tortvonal zdrojelet helyettesit, ezért
ha a tortet mds formdaban irjuk fel (osztdsként, vagy kozds tortvonallal), ak-
kor az egqyes szamlalok és nevezdk zdrdjelbe keriilnek!

Példdul 3‘2”3/
z
4.1.8. meghatarozas (Helyettesitési érték)

Az a szdm amit akkor kapunk eredményiil, ha az algebrai kifejezés vdltozdoinak
a helyére szamokat irunk és elvégezziik a miveleteket. (A szamokat csak a
megadott halmazbdl vehetjik!)

Példaul: * = 3 és y = 4 esetén a 2x + 3y algebrai kifejezés helyettesitési
értéke 18, mert2-3+3-4=6+12 =18

vagy (5zy — 3) : (2z + 1)



28 4. fejezet. Algebra — 0 anyag

4.1.9. meghatarozas (Egynemt, kiilonnemii algebrai kifejezések)

Azokat az algebrai kifejezéseket, amelyek csak egyiitthatdikban kiilonboznek
eqynem algebrai kifejezéseknek nevezziik. Az eqynemi ellentéte a kiilonnemd.
Figyelj arra, hogy ha dsszeszorzol két vdltozot, az nem egynemi a kilon-kilon
vett két vdltozoval! Tehdt: xy nem eqynemi az x-el sem az y-nal.

Példdk :

5x eqynemi a kovetkezdkkel: 3x, %ac, %, —Tx, 2,1z

de kilonnemi a kovetkezdkkel: by, 122—;, 202, —Txy

4.1.10. meghatarozas (Miveletek algebrai kifejezésekkel)
Nagyon fontos, minden egyenletmegolddsndl sziikséged lesz rd!

1. Egynemii algebrai kifejezésekkel ugy vonunk dssze, hogy az egyiitthatokat
dsszevongjuk, a vdltozot pedig leirjuk. (Az dsszevonds az dsszeadds és a
kivonds kézos neve.) Példdul: 2o + 3z — (2 + 3)x = bz

2. Kiilonnem algebrai kifejezéseket nem lehet dsszevonni, csak leirni tud-
Juk a miveletet, elvégezni nem. Példaul: 2z — 3y tovabbra is 2x — 3y

3. Egytagu kifejezések szorzdsakor (vagy osztdasakor) az eqyitthatot az eqyiitt-
hatéval, a vdltozot a vdltozéval szorozzuk (vagy osztjuk).
Példdul :
Szorzds egyneminél 2x - 3x — (2-3) - (x - z) = 622
Szorzds kiilonnemiinél 2z - 3y — (2-3) - (x - y) = 6xy
Osztds egynemiinél: 6x : 3z — (6:3) - (x:2) =2-1=2
Osztds kilonneminél 6z : 3y — (6:3) - (v :y) =27
(Azért van tort a végén, mert az osztdst tort formdjiaban is felirhatjuk)

Tobbtagu kifejezéseknél a kordabban tanult szabdlyok vannak érvényben :

1. Ha eqy szorzatot szorzunk, akkor csak az eqyik tényezdjét szorozzuk:
(2a-3b) -5a =2a-5a-3b=2-5-3-a-a-b=10a*-3b = 30a*b vagy
(2a-3b) -5c=2a-5¢-3b=2-5-3-a-b-c=30abc

2. Ha o0sszeget vagy kiilonbséget szorzunk, akkor minden tagjat szorozzuk.
(Ez tulajdonképpen a szorzat felirisa dsszegalakban)
(2a +3b) - 3a = 2a - 3a + 3b - 3a = 6a® + Yab vagy
(2a + 3b) - 3¢ = 2a - 3¢ + 3b - 3¢ = 6ac + 9bc

Ha az utolso példadt visszafelé olvasod, akkor a kiemelés eljdrdsdt ldthatod, ez
ugyanis az 0sszeq vagy kilonbség szorzdsdnak a forditottja. Nem eqy szorzatot
irsz fel dsszeg alakban, hanem eqy 6sszeget szorzat alakban.
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A biztonsdg kedvéért eqy példa:

6ac+9bc=2-3-a-c+3-3-b-c, mivel a szorzat tényezdi felcserélhetdk:
2-a-3-¢c+3-b-3-¢c=2a-3c+3b-3c=3c-(2a+ 3b)

Ellendrizheted ugy, hogy elvégzed a beszorzdst!

4.1.11. meghatarozas (Mérlegelv)
A mérlegelvet vagy mds néven egyenld vdltoztatds elvét az egyenletek megol-
ddsdra haszndljuk. Az eredmény (igazsdghalmaz) nem vdltozik, ha. . .

1. barmelyik elemét eqy vele azonossal helyettesitjiik. Példdul a 2-6 helyett
azt irjuk, hogy 12

2. mindkét oldaldhoz hozzdadjuk vagy beldle elvessziik ugyanazt a szdmot,
vagy ismeretlent

3. mandkét oldaldt szorozzuk vagy elosztjuk ugyanazzal a nulldtol kilonbozd
szammal

A fentieket mondhatjuk gy is, hogy ,megoldhatjuk az egyenletet ugy, hogy. ..”

Megjegyzés: ezek a szabalyok az egyenlGtlenségre is igazak, csak arra
kell vigyazni, hogyha negativ szammal osztjuk vagy szorozzuk mindkét oldalt,
akkor az egyenl6tlenség (kacsacsor) iranya megfordul.

4.1.12. meghatarozas (Tortegyiitthatos egyenletek megoldasa)

Ez nem vonatkozik algebrai tortekre, amikor a nevezdben vdltozo
is van!

K626s nevezdre hozzuk a torteket (megkeressiik a nevezdk legkisebb kézios tobb-
s20108€t), majd amikor mdr kézos nevezdn vannak akkor az egyenlet mindkét
oldaldt megszorozzuk a nevezdvel. Igy a tort eltinik és a megszokott mddon
folytatjuk a megolddst.

Megjegyzés:
A szabaly egyenlétlenségre is igaz, de ha negativ szammal szoroztunk, akkor
a relaciojel megfordul.

4.1.13. meghatarozas (Egyenletek, egyenltlenségek megoldasa grafikon-
nal)

A két egyenlet grafikonjdt kézds koordindtarendszerben dbrdzoljuk, majd leol-
vassuk a megoldast, a kovetkezdképpen :

1. Az egyenletnek eqy megolddsa van, ha a két grafikon metszi eqymdst, a
megoldds az x tengelyen leolvashato érték.

2. Az egyenletnek nincs megolddsa, ha a két grafikon pdrhuzamos egyenes.

3. Az egyenlet azonossdg (az alaphalmaz minden eleme megoldds), ha a
két grafikon egybeesik.
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(Geometria — 1smeétlés

5.1. Sikidomok

5.1.1. meghatarozas (Sokszog)

A zdrodo torottvonalat egyszerd sokszogvonalnak, szakaszait oldalaknak, a
csatlakozdsi pontokat csicsoknak nevezziik. A sokszéguonalon belili teriletet
sokszdognek nevezziik.

5.1.2. meghatarozas (Szabalyos sokszog)
A szabdlyos sokszégnek minden oldala és minden belszd szdge egyenld.

5.1.3. meghatarozas (Atlo)
A sokszog két nem szomszédos csucsdt dsszekdtd szakaszt dtlonak nevezzik.

Megjegyzés:
Egy sokszogben minden csticsb6l harommal ke- A oldal e
vesebb atloja huzhato, mint ahédny csicsa van. -
Magyarazat : mivel az atlo két nem szomszédos A
cstucsot kot Ossze, ezért a cstucsok szaméabol ki B, 0
kell vonni harmat. Azt amelyikbdl a vonalat ‘
hizzuk (a rajzon B), és a két szomszédjat (a c
rajzon A és C). Tehat az Osszes atlok szama

a csucsok szdma szorozva a csucsok szamanal harommal kisebb szammal.
(Képlettel, ahol n a csticsok szama: n - (n — 3))

5.1.4. meghatarozas (Keriilet)
A sokszdg keriilete a hatdrolo térdttvonal hossza. Mdsképpen fogalmazva: az
oldalak hosszanak dsszege.

5.1.5. meghatarozas (Konvex — Konkav)
Konvexnek neveziink eqy sokszoget, ha minden szége kisebb 180°-ndl. Ha van
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olyan szoge, ami nagyobb, akkor konkdvnak mondjuk. (A matematikai meg-
hatdrozds: ha barmely két pontot Osszekitd szakasz a hatdrolévonalon beliil
van, akkor konvex, ha metszi azt, akkor konkdv. Jdtékosan szoktuk gy is
mondani, hogyha el lehet bijni benne, akkor konkdv, ha nem akkor konvez.)

5.2. Haromszogek

Kiilon fejezetbe keriiltek a haromszogek, mert az elmilt két évben nagyon
sok dolgot tanultunk roluk.

5.2.1. meghatarozas (Haromszog)
A hdromoldali sokszdget hdromszognek nevezzik.

Szogek szerinti csoportositas

A haromszogek csoportositasa,
Hegyesszogl | Derékszogi | Tompaszogi

AN
AN

Altalanos

Két
oldala
egyenld

Oldalak szerinti csoportositas
Egyenl§ szaru

Harom
oldala
egyenld
o
o

5.2.2. meghatarozas (Jeldlések:)

A hdromszog jele: ABCA. A csucsokat nagybetikkel jeloljik, az oldalakat
kisbetikkel, vagy annak a két csicsnak a betijelével, ami kézott van. (Példdul :
a, b, c vagy BC, AC, AB, a sorrend nem véletlen, az oldal a szemben lévd
csucesrdl kapja a betdjelét, vagyis az a = BC-vel.)

A szdgeket a gorog abécé kisbetdivel jeloljik (Példdul: o, B,7), de megadhatjuk
a csiucs jelével 1s, ami mellett van, illetve a hdrom csics jelével, melybdl a
kézépsd bett jelzi, hogy melyik csicsndl van. (Példdul:A<t, B<, C<, vagy
CAB<, ABC<«, BCA<)

A kiilsé szogeket felsd vesszdvel (aposztrdffal) jeloljik: o/, 5+
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5.2.3. meghatarozas (Belss és kiils6 szog Osszege)
A hdromszog belsd szdge €s a mellette fekvd kiilsd szdg 180°-ra egésziti ki
eqymdst.

5.2.4. meghatarozas (Haromszog egyenlGtlenség)
A hdromszdg barmely két oldaldnak 6sszege nagyobb a harmadik oldalndl.

5.2.5. meghatarozas (Bels§ szogek Osszege)
A hdromszdg belsd szogeinek dsszege 180°.

5.2.6. meghatarozas (Kiilss szogek Osszege)
A hdromszdg kiilsd szogeinek dsszege 360°.

5.2.7. meghatarozas (Szogek kozotti osszefiiggeés)
A hdaromszog kiilsd sz6ge megegyezik a két nem mellette fekvd belsd szg dssze-
gével.

5.2.8. meghatarozas (Egyenls oldalak és szogek)
A hdromszdogben eqyenld oldalakkal szemben, egyenld szégek vannak.

5.2.9. meghatarozas (Nem egyenls oldalak és szogek)
A hdromszdgben a hosszabb oldallal szemben lévd szdg nagyobb, mint a révi-
debb oldallal szemben lévd.

Az egyértelmi sz6 a kovetkezG meghatarozasban azt jelenti, hogy ugyan-
azokbol az adatokbol nem lehet kétféle haromszoget szerkeszteni. Vagyis,
ezek az adatok egy bizonyos haromszoget hataroznak meg, nem lehetséges,
hogy masfélét is szerkessziink belsliik.

5.2.10. meghatarozas
A hdromszdg egyértelmiien megszerkeszthetd, ha adott. . .

— két oldala, és az dltaluk kozrezdrt szdg.
— hdrom oldala.
— eqy oldala és a rajta fekvd két szog.

— két oldala és a nagyobbikkal szembeni szdg.

Megjegyzések:
Ha végiggondolod a fentieket, rajossz, hogy a derékszogi haromszoghoz, az
egyenlé szart haromszoghoz, és az egyenld oldalu haromszoghoz kevesebb
adat is elég, mert a derékszogiiben az egyik szogrél tudjuk, hogy 90°, az
egyenld szaruban egy oldallal két oldalt adunk meg, az egyenlé oldaliban
pedig ismerjiik mindharom szoget. Ugyanigy kevesebb adat is elég, ha egyenld
szara derékszogd a haromszog, sth.
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5.3. Négyszogek

A négyszogek fajtaival megismerkedtiink és a tulajdonsagaikat is megtanul-
tuk. Hogy érthet6bbek legyenek a tulajdonsagok itt egy osszehasonlito ébra,
amelyen halmazok abrazoljak a négyszogek fajtait.

konvex negyszig konkav negyszog

paralelogramma

A
[\

téglalap rombusz deltoid
négyzet

m\ B

Minden négyszognél ugyanazokrol a tulajdonsagokrol fogunk beszélni, ta-
lan konnyebb, ha el6szor ezeket tanulod meg és utéana azt, hogy melyik négy-
szogre mi jellemzs. Tehat a tulajdonsagok megadasanal beszélned kell: az
oldalakrol, a szogekrdl, az atlokrol, a szimmetriatengelyekrdl.

5.3.1. meghatarozas (Négyszog)

A négyoldali sokszoget négyszognek nevezziik, belsd szdgeinek dsszege 360°.
(Nincs semmilyen megkotés, a négy oldal hossza és a négy szég nagysiga
kilonbozd is lehet, és a parhuzamossdg sem feltétel.)

5.3.2. meghatarozas (Trapéz)
Tulajdonsagok :
1. Oldalak: két oldala pdarhuzamos
2. Szogei: —
3. Atloi: -

4. Szimmetriatengely: —
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Megjegyzés:
Bizonyara észrevetted, hogy alig szerepel valamilyen tulajdonsag. Ha az el6-
z6 halmazébréaval 6sszehasonlitod, akkor latni fogod, hogy ennél mér csak az
altalanos négyszog a tagabb kategoria, ezért nincs sok megkotés.
Vannak specidlis esetek, azokrol tobbet tudunk: az egyenld szdri trapéz &tloi,
szarai és alapon fekvs szogei egyenléek, az alap felezémerdélegese szimmetria-
tengely. A derékszogi trapéz két szoge egyenls (90°).

5.3.3. meghatarozas (Paralelogramma)
Tulajdonsdagok :

1. Oldalak: két-két oldala pdrhuzamos és egyenld (a szemkoztiek)

2. Szogei: két-két szdge egyenld (a szemkiztiek)

3. Atloi: két dtldja felezi egymdst

4. Szimmetria: eqy szimmetriatengelye van

Megjegyzés:
Hirtelen sok tulajdonsag lett. ..
Ezekbdl még tovabbiak is kovetkeznek:

— A szomszédos szogek Gsszege 180°

— A paralelogrammét barmelyik atloja két egybevagd haromszogre bontja
Jegyezd meg, hogy a paralelogramma nem egy bizonyos sikidom, ami ugy
néz ki, mint a halmazabraban, hanem a sikidomok egy csoportja. Gondolj
vissza a trapézra: mondhatjuk, hogy minden paralelogramma egyben trapéz
is, mert a trapéz tulajdonsiga, hogy két oldala egyenls. Ennek a paralelog-
ramma is eleget tesz, s6t tobbet tud, mert neki két-két oldala egyenls. Hogy
egyértelmi legyen, mindig a legsziikebb csoportot adjuk meg. Nem mond-

juk a paralelogrammara, hogy trapéz, bar igaz lenne. (Anyukad sem mondja,
hogy etesd meg az emlésallatot, bar a kutya emlésallat, tehat igaz lenne.)

5.3.4. meghatarozas (Speciélis paralelogrammak)
A paralelogrammdaknak vannak specidlis esetei, mint a trapéznak is voltak:

1. Téglalap :

Oldalak : két-két szembenlévd oldala parhuzamos és eqyenld

— Szogek: Minden szdge eqyenld (derékszog)

— Atloi: eqyenldk és felezik eqymdst, a téglalapot négy eqyenldszdri
hdaromszdgre bontjdak

— Szimmetria: két szimmetriatengely, az oldalak felezdmerdlegeser
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2. Rombusz

— Oldalak: minden oldala egyenld

— Szogek: a szemkoztiek eqyenldk, a szomszédosak 180°-ra egészitik
ki eqgymdst

— Atlok: felezik eqymdst, derékszige zdrnak be, felezik a szigeket, a
rombuszt néqy eqybevdgo derékszogi haromszogre bontjik

— Szmmetria: az dtlok a szimmetriatengelyei

3. Négyzet
Rendelkezik a téglalap és a rombusz dsszes tulajdonsdgdval, vagyis:

— Oldalak: egyenldek és a szemkoztiek pdrhuzamosak

— Szigek: egyenldek (derékszogek)

— Atlok: felezik eqymdst, merdlegesek, felezik a szégeket, a négyzetet
négy eqyenldszari eqybevdgo derékszogd hdromszogre bontjdk

— Szimmetria: az dtlok és az oldalfelezd merdlegesek is szimmetria-
tengelyek

5.3.5. meghatarozas (Deltoid)
Tulajdonsdgok :

1. Oldalak: két-két szomszédos oldala egyenld
2. Szogei: csak két egyenld szogérdl tudjuk biztosan, hogy egyenld
3. Atloi: a hosszabbik felezi a rovidebbiket

4. Szimmetria: eqy szimmetriatengelye van, a hosszabbik dtlo

Megjegyzés:
A rombuszra a deltoid tulajdonsagai is igazak, s6t tobb is, ezért a rombuszt
nemcsak specidlis paralelogrammanak, hanem speciélis deltoidnak is tekint-
hetjiik.
Deltoidbol létezik konkéav is. (Lasd az 5.1.5 meghatarozast, és a halmazab-
rat!)
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5.4. Testek

Az eddigi alakzataink is a térben he-

lyezkedtek el, de mivel minden pontjuk . csdcs,
egy sikra illeszkedett (=sikidom), ezért ! ,/"
a tér tobbi részével eddig nem foglalkoz- ! 4 .
tunk. Most viszont a testek kévetkeznek, lap ! b")’/’

melyeket sikidomok hatarolnak, és mind- : ‘33‘)’

egyik sikidom mas-mas sikra illeszkedik. A N
Most is kezdjiink az elnevezésekkel: ,’;;"__-12225‘-6—""'- [

5.4.1. meghatarozas (Elnevezések)

Lap: a testeket hatdrold sokszoglapokat nevezziik igy. A lapok csicsai a test
csucsaiban taldlkoznak, a szomszédos csucsokat élek kotik dssze. A nem szom-
szédos, de eqy lapon lévd csucsokat a lapdtlok kotik dssze, a nem szomszédos
és nem is eqy lapon lévdket a testdtlick. (A lapatlok tulajdonképpen a hatdrold
sokszoglap eredeti dtldi.)

5.4.2. meghatarozas (Felszin)

A testek felszinén a hatdroldlapok teriletének az dsszegét értjik. (Példdul:
eqy kockdat 6 db négyzet hatdrol, igy a kocka felszine a négyzetek teriletének
az Osszege. Egy négyzeté a, a teljes felszin 6 - a®.)

5.4.3. meghatarozas (Kocka felszine és térfogata)
A felszine 6 db négyzetbél dll, igy a felszin: A =6 - a®
A térfogata (alapteriilet szorozva magassdggal) V = a* -a = a

< =

c =
a a b

a
Kocka Téglatest

3

5.4.4. meghatarozas (A téglatest felszine és térfogata)

A téglatest felszine hdromféle téglalapbol dll, mindegyikbdl kettd van. Eqy tég-
lalap teriilete a hosszabb oldal szorozva a rovidebb oldallal. Igy a hdromféle
téglalappal a teljes felszin: A=2-(a-b)+2-(b-c)+2-(a-c)

A téglatest térfogata is eqyenld az alapteriilet és a magassdg szorzatdval, ami
most a hdaromféle €l szorzatdt jelenti: V =a-b-c
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6.1. Egybevagoésagi transzformaciok

6.1.1. meghatarozas (Vektor)

Az AB irdnyitott szakaszt vektornak nevezziik, és igy jeldlyik: A—é, amit
LAB vektor’-nak olvasunk. A vektort jelolhetjik mdsféleképpen is (vastagon irt
kisbetivel), de az olvasdsa ugyanaz. Két vektort akkor egyenld, ha nemcsak
a nagysaguk, hanem az iranyuk is megegyezik. Ha az irdnyuk ellentétes, de
a nagysdguk egyforma, akkor ellentett vektor a neviik. Jelolés a nagybetik

megforditdsdval, vagy a kisbetd elé irt minusz jellel torténik. AB ellentett
—

vektora a BA, és az a ellentett vektora a -a. Nullvektor az a vektor, aminek
nagysaga nulla, az iranya pedig tetszdleges.

6.1.2. meghatarozas (Eltolas)

Ha eqy alakzat minden pontjdt ugyanabban az iranyban, ugyanakkora tdvol-
sagra mozgatjuk el, (mdsképpen mondva ugyanazzal a vektorral) akkor min-
den pontjahoz egqyértelmien rendeliink hozzd egy pontot. Ezt a mozgatdst el-
toldasnak nevezziik. Az eltolds egybevdgdsdgi transzformdcio. (Mds széval hoz-
zdrendelés: pont-pont fliggvény. Lisd a 3.1.13 és a 3.1.14 meghatdrozdsokat.)

6.1.3. meghatarozas (Az eltolas tulajdonsagai)
Az eltolds tulajdonsdgai a kovetkezdk :

1. Minden szakasz ugyanolyan hosszi, mint a képe. (szakasztarto)
2. Minden szdég ugyanakkora mint a képe. (szogtarto)

3. Nem vdltoztatja meg a koriljards irdnydt.

37
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6.1.4. meghatarozas (Tengelyes tiikrozés)

A tengelyes tikrozés sordan a tikidrtengelyre minden pontbdl merdlegest alli-
tunk, és erre a merdlegesre még eqyszer felmérjik a pont €s az egyenes tdvol-
sdgdt az eqyenestdl kezdve. Igy kolesondsen egyértelmiien feleltetjik meg az
alakzat pontjainak a sik pontjait. A tengelyes tikrozés eqybevdigdsdagi transz-
formdcid. (Mds széval hozzdrendelés: pont-pont figgvény. Ldisd a 3.1.13 és
a 3.1.14 meghatdrozdsokat.)

6.1.5. meghatarozas (A tengelyes tiikrozés tulajdonsagai)
A tengelyes tirkozés tulajdonsdgai a kévetkezdk:

1. Egy pont és a képe egyértelmiien meghatdrozza a tengelyes tikrozést.
(A két pontot dsszekitd szakasz felezd merdlegese a tikortengely, a szer-
kesztésnek nem lehet kétféle eredménye.)

2. A tengely barmely pontjinak a képe énmaga. (helyben hagyds)

3. A tengellyel parhuzamos egyenes képe is parhuzamos, a tengely az egye-
nestol és a képétdl eqyenld tdvolsdgra van.

4. A tengelyt metszd egyenes és képe a tengelyen metszi egymdst, a tikor-
tengely szagfelezd.

5. Mivel egybevdgosdgi transzformdcio, ezért szakasztarto, szégtarto.
6. A koriljardsi iranyt megudltoztatja.

7. Megfelel a sik tengely korili 180° fokos elforgatdsdnak.

6.1.6. meghatarozas (Tengelyesen szimmetrikus alakzat)

Akkor mondjuk, hogy eqy alakzat tengelyesen szimmetrikus, ha van olyan
szimmetriatengely, amire az alakzatot tikroz-
ve, a kép és az alakzat fedik eqymdst.

Példaul ilyen a rombusz dtloja.

Ha a rombuszt tikrozod az dtlojara, akkor az o A
alakzat nem vdltozik, az A és C csiucsok ,he-
lyet cserélnek”, a B és D csics pedig helyben
marad, az elnevezésiik B’ és D’ lesz.

B|B’

t

6.1.7. meghatarozas (Kozéppontos tiikrozés)

A kozéppontos tikrézés sordn az alakzat pontjaibdl a tikrézés kézéppontjan
keresztiil félegyenest huzunk, €s erre mérjik fel az alakzat pontja és a kozép-
pont tdvolsdgdt a kézépponttdl kezdve. Igy az alakzat pontjaihoz kélesondsen
eqyértelmien a stk pontjait rendeljiik: pont-pont fiiggvény. Ldsd a 3.1.13 és
a 3.1.14 meghatdrozdsokat.



6.1. Egybevagésagi transzformaciok 39

6.1.8. meghatarozas (A kozéppontos tiikrozés tulajdonséagai)
A kozéppontos tiikrézés tulajdonsdgai a kovetkezdk:

. A tikrozés kozéppontjanak képe dnmaga. (helyben hagyds)

. Muvel egybevigosdgi transzformdcio, ezért szakasztarto, szogtarto.

1
2
3. Bdrmely szakasz képe pdrhuzamos a szakasszal.
4. A kériljardsi irdnyt nem vdltoztatja meg.

5

. Megvalosithato 180°-o0s elforgatdssal is.

6.1.9. meghatarozas (Koézéppontosan szimmetrikus alakzat)

Akkor mondjuk az alakzatot kézéppontosan szimmetrikusnak, ha van
olyan kozéppontos tik-

rozés, amellyel oénma- BD
gaba vihetd dt. (Az on-
magdba vihetd at kife-
jezés azt jelenti, hogy a
tiikrozés sordn az egyes c A'
csticsok  helyet cserél- A P c
nek, tehdt az alakzat
nem wvdltozik, csak a
csucsok és oldalak el-
nevezése. ) DE

Példdul: Ilyen tikrozés
a rombusz kdzéppontos tikrozése az dtlok metszéspontjdra. Az abrdn ldthatod,

hogyha az A csiucsot a P pontra tikrozzik, akkor éppen a C csiucsot kapjuk,
mert a rombusz atloi felezik eqymdst, tehdt az AP tdvolsdgot a P pontbol mér-
ve éppen C-be jutunk. (piros nyil) A tobbi csics esetében is ez fog torténni.

6.1.10. meghatarozas (Elfordulés)

Ha a szog szdrai eqybeesnek (fedik eqgymdst), akkor azt nullszognek nevezziik.
Az elfordulast irdnyitott szoggel jellemezziik, ami azt jelenti, hogy a szégnek
nemcsak a nagysagadt dllapitjuk meg, hanem azt is, hogy melyik iranyban nyi-
tottdk. Pontosabban fogalmazva: forgattdk el az eqyik szdrdt. Megdllapodds
szerint az oramutato jdrdsdval ellentétes forgatds a pozitiv szdg, és a meg-
eqyezd a negativ. Az elfordulds nagysdaga annak a szégnek a nagysdga, amit
a szogszdr surol. (eldjel nélkil) Az elfordulds sordan tobbszor is korbe forgat-
hatjuk a szogszdarat, vagyis az elfordulds lehet nagyobb, mint 360°.
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6.1.11. meghatarozas (Forgatas)

A forgatds sordn az alakzat minden pontjat egqy pont koril ugyanabban az
irdnyban, ugyanazzal a szoggel forgatjuk el. (A forgatds kézéppontjdat dsszekit-
Jik az alakzat eqyik pontjdval ezt tekintyik az eqyik szégszdrnak, erre méryik
fel a megadott széget.) Igy az alakzat pontjaihoz kélcsondsen egyértelmiien a
stk pontjait rendeljiik: pont-pont figgvény. Ldsd a 3.1.13 és a 3.1.14 megha-
tdrozdsokat.

6.1.12. meghatarozas (A forgatas tulajdonsagai)
A forgatds tulajdonsdgai a kovetkezdok :

1. A forgatds eqybevdgdsdgi transzformdcio, tehdt szakasztarto, és szogtar-
to.

2. A forgatdst a kozéppontja és a szige egyértelmien meghatdrozza. Vagyis
a két adatbol csak eqyféleképpen szerkeszthetd meg.

3. A kériljards irdnya nem vdltozik.
6.1.13. meghatarozas (Forgasszimmetrikus alakzat)
Egy alakzat akkor forgdsszimmetrikus, ha létezik olyan 0°-ndl nagyobb és
360°-ndl kisebb szdqi elforgatds, amely az alakzatot énmagdba viszi dt.

Példdul: a négyzetet az datlok metszéspontja koril 90°-kal elforgatva énmagdba
vihetjik dt. (Magyardzatért lisd a 6.1.9 meghatdrozdst.)

6.1.14. meghatarozas (A haromszogek egybevagosaganak alapesetei)
Két hdaromszog eqybevdgo, ha megegyeznek. . .

1. hdrom oldalukban
két oldalukban és a kozrezdrt szogben

két oldalukban és nagyobbikkal szembeni szégben

eqy oldalukban €s az azon fekvd két szogben

6.1.15. meghatarozas (A haromszog magasségvonalai)

A hdromszog csucsaibol a szemkizti oldalig tarto szakaszokat a hdromszog
magassagdanak, ezek egyenesét a hdromszog magassagvonaldnak nevezzik. A
derékszogu hdromszog két magassdaga megegyezik a két befogoval, a tompaszogi
hdaromszog két magassdga pedig a haromszogon kivil van, és a szemkozti oldal
meghosszabbitdsdig tart.
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6.2. Szogparok

Az aldbbi meghatéarozéasok a szogparokat mutatjak be. Ezekre azért van sziik-
ség, mert igy kés6bb is konnyen megallapithatod két sz6grél, hogy egyenlé-e,
ha azt biztosan tudod, hogy parhuzamosak a szaraik.

Egyallast szogek

Egyallast szogek: az olyan parhuzamos szara
szogek amelyek mindkét szara egyirédnyu, és a
csucsuk nem kozos. Az ilyen szogek egyenlGek.

(Tulajdonképpen egy szog eltolasarol van szo, és
az eltolas szogtarto.) /o)

Mellékszogek

Mellékszogek : az olyan parhuzamos szaru szo-
gek amelyek egyik szara egyirdanyt, a masik el-

lentétes iranyu, és a cstucsuk kozos. Az ilyen szo-

gek 180°-ra egészitik ki egymaést. (/
Tulajdonképpen a szogszérak ugyanarra a két < Pl >
egyenesre esnek.

Tarsszogek: az olyan parhuzamos szaru szogek
amelyek egyik szara egyiranyu, a masik ellenté-
tes iranyu és a csucsuk nem kozos. Az ilyen szo-

gek 180°-ra egészitik ki egymaést. : /
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Csticsszogek

Csticsszogek: az olyan parhuzamos szara szo-
gek amelyek mindkét szara ellentétes iranyt és a
cstuicsuk kozos. Az ilyen szogek egyenlGek.

Tulajdonképpen a szogszarak ugyanarra a két
egyenesre esnek.

Valtoszogek

Valtoszogek: az olyan parhuzamos szaria szo-
gek amelyek mindkét szara ellentétes irdnyu és a
csticsuk nem kozos. Az ilyen szogek egyenlek.

6.3. Sikidomok teriilete

6.3.1. meghatarozas (A teriiletegység)

Annak a négyzetnek, amelynek oldala egqy hosszisdgegység, a terilete megdl-
lapodds szerint eqy terileteqység. (Az egység szot igy értjik, hogy ha az oldal
1m, akkor a terilet 1 m?, ha az oldal 1 cm, akkor a teriilet 1cm?)

Megjegyzések :

— A teriilet nem lehet negativ szam.
— Az egybevdgo sikidomok tertilete eqyenld.

— Ha eqy sikidomot feldarabolunk, akkor a darabok teriiletének dsszege
egyenld az eredeti sikidoméval.

— Ha olyan sokszdg teriiletét kell kiszdmitanod, ami a kévetkezd felsorolds-
ban nem szerepel, akkor hdromszogekre kell bontanod, és a haromsziogek
teriiletének dsszegét kell kiszamolnod.

— A szabalyos sokszogek egyenldszari hdromszdgekre bonthatok, elég az
eqyik teriletét kiszdmolni és megszorozni a hdromszogek szdmdval.
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6.3.2. meghatarozas (A téglalap tertilete)
A téglalap teriilete a hosszabbik oldal és a révidebbik oldal hosszisdgdanak
szorzata.

T=a-b
Magyardzat: fedjik le a téglalap eqyik oldaldt teriilet- “=5te.
eqységekkel, legyen mondjuk 5 eqység hosszusdagu. Ek- *5te.
kor ennek a résznek a terilete 5 teriletegység. Most *5te.

nézziik meg hany ilyen sort tudunk eqgymds folé rakni! Teqgyiik fel hogy hdr-
mat! Ha eqy ilyen sornak a terilete 5 teriileteqység volt, akkor a hdrom soré
hdaromszor ennyi, vagyis 3-5 = 15 teriileteqység. Ez nem mds mint a két oldal
szorzata.

6.3.3. meghatarozas (A négyzet teriilete)

. p p . C 1 “+3te.
Mdr megallapitottuk, hogy a négyzet eqy specidlis tég- “«-3te
lalap, ezért a téglalap teriilete szerint szamitjuk ki a 4—3t:e:
négyzet teriletét is. Természetesen itt a két oldal eqy-
forma lesz.

T=aa=ad
Megjegyzés:

Innentdl minden sikidomot at fogunk darabolni téglalappa, és igy szamoljuk
ki a teriiletiiket.

6.3.4. meghatarozas (A paralelogramma teriilete) \] |

A paralelogrammdt dtdarabolhatjuk eqy tégla-
lappd, amelynek eqyik odala a paralelogramma / ma/
oldalaval egyenld hosszi, a masik pedig a két 3 ’
oldal tavolsagdval. Tehdt a teriilet:

T=a-m,

6.3.5. meghatarozas (A deltoid teriilete)
A deltoid dtdaraboldsakor eqy téglalapot ka-
punk, amelynek hosszabb oldala a deltoid

hosszabb dtloja, a rovidebbik pedig a révideb-
bik datlo fele. (Az dbrdn kék kerettel jeloltem.)

Igy a teriilet is a fele lesz a két dtlo szorzatdnak.
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6.3.6. meghatarozas (A rombusz teriilete)
A rombuszrdl azt tanultuk, hogy specidlis paralelogramma és specidlis deltoid.
Ezért mindkét teriletszamitast modot haszndlhatjuk :

T=a-m, wvagy T:%

Az dbrdt megnézheted a deltoidndl is €s a paralelogrammdndl is.

6.3.7. meghatarozas (A trapéz teriilete) : < :
A trapézt csak ugy tudjuk téglalappd dtdarabol- V’/ Ma \'7
ni, hogyha a két alapjdtol egyenld tdvolsdgra / aT-I-c \

lévd szakasz lesz az egyik oldal. Ennek a sza- 3

kasznak a hossza a két alap kozépértéke. Ext

az _a—2|—c fejezi ki. Ez lesz a téglalap egyik oldala, a mdsik oldal pedig ugyanigy

mint a paralelogrammdndl, a magassig (m,). Tehdt a képlet:

a—+c
2

6.3.8. meghatarozas (A haromszog teriilete)

A hdromszéget gy alakithatjuk dt paralelogrammdvd, ha valamelyik olda-
lara tikrozzik. Ezutan mdr szdmolhatunk ve-
le ugy, mintha paralelogramma lenne, vagyis
a - mg. Csakhogy igy két hdromszdg teriletét
kapjuk meg a tikrézés miatt. Tehat a kapott m,
eredményt el kell osztani kettovel. Most az a

oldalra vonatkozo képletet irtam fel, de bdr-

melyik oldallal szamolhatsz, csak arra vigydzz,
hogy a hozzdtartozo magassdggal szorozd, vagyis a — my, vagy b — my, vagy

c— me Igy a képlet:

T —

Lz

a

a-mg
2

T —

6.4. A kor

6.4.1. meghatarozas (A kor fogalma)

A sikban egy ponttdl adott (nem nulla) tdvolsdgra lévd pontok kérvonalat al-
kotnak. A pontot a kor kézéppontjdnak nevezziik. A megadottndl nem nagyobb
(vagyis kisebb vagy egyenld) tdvolsdgra lévd pontok kérlapot alkotnak. Ha nem
okoz félreértést, akkor a korlapot és a korvonalat is szoktuk kornek nevezni.
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6.4.2. meghatarozas (A kor részei)

\ erintési pont

korcikk

korgydrd

§
N

a kdzépponti szég
(a 360w is az)

korszelet

\

szel6é

6.4.3. meghatarozas (Kozépponti szog)

A kor két sugara dltal bezdrt szogeket kézépponti szogeknek nevezziik. Az abrdn
a és 360° —a. A kézépponti szoq két szdra korivet metsz ki a korbdl (az dbrdn
a hirndl van jelolve). Ugyanabban, vagy ugyanolyan sugari korben igaz a
kovetkezd megdllapitds:

Az azonos nagysdagu korivekhez azonos nagysdagu kozépponti szégek tartoznak
és ez forditva is 1gaz. Ugyancsak igaz, hogy azonos hosszusdgi hirokhoz is
azonos kozépponti szogek tartoznak, tovabbd ez is 1gaz forditva is.

6.4.4. meghatarozas (A kor keriilete és tertilete)

A kor keriiletét és teriiletét a sugdr hosszdval €s eqy kiilonleges szdmmoal,
a m-vel tudjuk kifejezni. Ez a jel eqy gorog betd, (pi-nek mondjuk), és egy
olyan szdmot jelent, ami nem irhato fel két szdm hdnyadosaként, vagyis olyan
tizedes tort, ami végtelen, és nincsenek benne ismétlddd részek. Az dltaldnos
iskolaban csak két tizedesjeqyig haszndljuk, az értéke ~ 3,14

A képletek pedig:

K=2-r-7m ¢é T=r*nx
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6.5. Hasabok

6.5.1. meghatarozas (A hasab alapfogalmai)

A hasdb olyan test, aminek két lapja eqymdssal eqybevdgd és pdarhuzamos sok-
s20g, a tobbi lapja pedig paralelogramma. (Ez most a sikidomok egy csoportja,
amibe a téglalap és a négyzet is beletartozik!)

A parhuzamos sokszogek a hasdb alaplapjazi, az oldallapokbdl dllo feliilet pe-
dig a paldst. Az alaplapokat az alapélek, a tobbit az oldalélek hatdroljdk.
Az alaplapok sikjanak tdvolsdiga a hasib magassdga. (Nem szabad dsszeke-
verni a lapokat alkoto sikidomok magassdgdval!) Ha az oldalélek merdlegesek
az alaplap sikjdra, akkor egyenes hasdbrol beszélink. Az egyenes hasdb ol-
dallapjai téglalapok, vagy négyzetek.

Ha egy hasab paldstjdat kiteritjik eqy olyan téglalapot kapunk, aminek az eqyik
oldala az alaplap kerilete, a mdasik oldala a hasdb magassdga.

6.5.2. meghatarozas (A hasab felszine)

A hasab felszine a hatdroldlapok teriletének dsszege, vagyis a két alaplap és
a paldst teriiletének dsszege. Azt, hogy melyik mekkora azt a sikidomokndl
tanult képletekkel tudod kiszamolni. A felszin képlete tehdt :

A=2. Talap + Tpaldst
A kocka felszinét lasd az 5.4.3, a téglatestét ldsd, az 5.4.4 meghatdrozdsokban.

6.5.3. meghatarozas (Térfogat)
Ha eqy kocka minden oldala 1 hosszisdgegység, akkor megdllapodds szerint a
kocka térfogata 1 térfogategység.

Megjegyzések :

— A térfogat nem lehet negativ.
— Az egybevdgo testek térfogata egyenld.

— Ha egy testet feldarabolunk, akkor a darabok térfogatinak dsszege eqyen-
16 az eredeti test térfogatdaval.

6.5.4. meghatarozas (A hasab térfogata)
A hasdb térfogata egyenld az alapteriiletének és magassaganak a szorzatdval.
Az alapteriiletet itt is a sikidomokndl tanult képlettel kell kiszamitani. A test
magassdagat nagy ,,M” betivel jelolyik, hogy megkiilonboztessiik a lapokat al-
koto sikidomok magassdagdtol, aminek jele tovdbbra is kis ,,m” betil.
A képlet tehdt:

V=T-M
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ahol T a hasdb alaplapjdat alkoto sikidom teriilete, és M a hasdb testmagas-
sdga. Az egyenes hasdbok testmagassdga megegyezik, az oldalélek hosszdval.
Nem egyenes hasdbra ez nem igaz!

A kovetkezd meghatarozas a szokasosnal kicsit bonyolultabb...

6.5.5. meghatarozas (A henger)

Eqgy egyenes hengerfeliiletet siurol, ha egqy pdrhuzamos egyenes koriil
360°-kal elforgatjuk. Az egyenest a hengerfelilet tengelyének nevezzik. Ha
ezt a hengerfeliiletet a tengelyre merdleges két sikkal elmetssziik, akkor kelet-
kezd testet egyenes korhengernek nevezziik. A metszd sikon keletkezd két
kérlap a henger alaplapja és feddlapja, a hengerfelilet kizéjik esd része
pedig a paldst. A paldstra illeszkedd, a két sikot 6sszekotd, azokra merdleges
eqyenesek a henger alkototr. Az alaplapok tdvolsiga a henger magassdga.
(Az egyenes korhenger magassdga eqyenld az alkotok hosszdval. A nem egye-
nesnél ez nem igaz.) Az alaplap és a feddlap korének a kézéppontja illeszkedik
a tengelyre. A hengerfeliilet forgdsfeliilet, az egyenes korhenger forgdstest.

6.5.6. meghatarozas (A henger felszine)
Az egyenes korhenger felszine a két alaplap és a paldst teriletének dsszege.
Tehat két kor teriilete, €s eqy téglalapé, aminek az eqyik oldala a henger ma-
gassdga (az alkotd sz6 miatt, most ,a” jeloli), a mdsik a korok keriilete. A
szokdsos képlettel: A = 2 - Toap + Thatgst
Most viszont a bonyolultsdg miatt érdemes a tanultak szerint részletezni az
daltalanos képletet:

A=2-(r*-m)+2-r-7)-a

A zdrgjelben az ismerds képleteket ldatod: a kor terilete és kerilete. Szerin-
tem ezt konnyebb igy megjeqyezni, de dt is rendezhetjik: a tankényvben igy
szerepel a 2rm kiemelése utdn:

A=2rr(r+a)

6.5.7. meghatarozas (A henger térfogata)

Az eqyenes kérhenger térfogata, hasonloan a hasdbokhoz, eqyenld az alapterii-
let és a testmagassdg szorzatdval. V- = Ty, - M (A testmagassdg az egyenes
henger esetében egyenld az alkotd hosszdval, ezért a képletben ,,a”-t irok.)

V=rlr1-a
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